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1. Ist (A, )nen eine Folge von Teilmengen einer Menge X, so ist ihr Limes superior bzgl
der partiellen Ordnung von P(X) durch Inklusion gegeben durch

limsup 4,, = lim (sup Ak) = ﬁ G Ay

n—»00
n—00 k>n n=1k—n

und ihr Limes inferior durch

lirginf A, = ILm (mf Ak> = U ﬂ Ap.

n=1k=n
Zeigen Sie:
(i) Es gilt
limsup A, = {z € X |z € A, fir unendlich viele n € N}
n—oo
und

liminf A, ={z € X |z € A, fir fast alle n € N}.
n—oo

(ii) Ist A C P(X) eine o-Algebra und (A, ),en eine Folge von Teilmengen in A, so
gilt limsup 4,, € A und liminf A4, € A.

n—00 n—00

2. (i) Es sei A eine unendliche o-Algebra auf einer Menge X. Dann existiert eine
abzahlbar unendliche Partition von X in nichtleere Teilmengen aus A.

(ii) Jede o-Algebra enthélt entweder endlich oder {iberabzihlbar viele Teilmengen.

(i) Ist (Ap)nen eine strikt wachsende Folge von o-Algebren auf einer Menge X, so
ist ihre Vereinigung zwar eine Algebra auf X, jedoch i.a. keine o-Algebra.

(iv)* Sie ist nie eine o-Algebra.

3. Jede der folgenden Familien erzeugt die Borelsche o-Algebra B = B(R?) auf R%:
(i) alle abgeschlossenen metrischen Bélle
(ii) die offenen metrischen Bille By, (z) fiir € Q? und n € N
(iii) alle abgeschlossenen achsenparallelen Quader
(

iv) die Orthanten {x € R?|x; > a;Vi} fiir a € R?



4. Messbare Struktur auf R. Die Borelsche o-Algebra B(R) lisst sich in natiirlicher
Weise von R auf R = [—00, 00| ausdehnen. Dies basiert auf der Ausdehnung der
Anordung durch die Ungleichungen —oo < x < oo fiir alle x € R.

Sowohl die Standardtopologie als auch die Borelsche o-Algebra auf R werden von
der Familie der unbeschriankten offenen Intervalle (—oo,a) und (a, o) fir a € R
erzeugt. Entsprechend kann man die Standardtopologie auf R und die zugehorige
Borelsche o-Algebra B(R) als die von der Familie der Intervalle [—oo, a) und (a, o]
fiir a € R erzeugte Topologie bzw o-Algebra auf R definieren. (Im Fall der o-Algebra
geniigen schon die Intervalle [—o00, a) fiir a € R oder die Intervalle (a, 00| fiir a € R.)

Zeigen Sie:
(i) Fiir M C R gilt: M € B(R) & M NR € B(R).

(i) Die monotone Bijektion 7 : [~%, 2] — R, die den Tangens fortsetzt, ist (bzgl der
natiirlichen topologischen bzw messbaren Zusatzstrukturen) ein Homéomorphismus
sowie ein Isomorphismus von Messrdaumen, dh fir M C R gilt M € B(R) genau

dann, wenn 7~ 1(M) € B([-3,%]) = BR)NP([-5,3]).
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Zeigen Sie:
(i) Es gilt

limsup A, = {r € X |z € A, fiir unendlich viele n € N}
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(ii) Ist A C P(X) eine o-Algebra und (A, ),en eine Folge von Teilmengen in A, so
gilt limsup A,, € A und liminf A, € A.
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2. (i) Es sei A eine unendliche o-Algebra auf einer Menge X. Dann existiert eine
abzihlbar unendliche Partition von X in nichtleere Teilmengen aus A.

(ii) Jede a-Algebra enthilt entweder endlich oder iiberabziihlbar viele Teilmengen.

(iii) Ist (A, )nen eine strikt wachsende Folge von o-Algebren auf einer Menge X, so
ist ihre Vereinigung zwar eine Algebra auf X, jedoch i.a. keine o-Algebra.

(iv)* Sie ist nie eine o-Algebra.
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3. Jede der folgenden Familien erzeugt die Borelsche a-Algebra B = B(R?) auf R4:
(i) alle abgeschlossenen metrischen Biille
(ii) die offenen metrischen Bille By, () fiir & € Q'undneN
(iii) alle abgeschlossenen achsenparallelen Quader
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4. Messbare Struktur auf B. Die Borelsche o-Algebra B(R) ldsst sich in natiirlicher
Weise von R auf B = [—o0, o] ausdehnen. Dies basiert auf der Ausdehnung der
Anordung durch die Ungleichungen —oo < x < oo fiir alle r € K.

Sowohl die Standardtopologie als auch die Borelsche a-Algebra auf B werden von
der Familie der unbeschriankten offenen Intervalle (—oo,a) und (a.0c) fir a € R
erzeugt. Entsprechend kann man die Standardtopologie anf R und die zugehérige
Borelsche o-Algebra B(R) als die von der Familie der Intervalle [—o0, a) und (a, 00|
fiir a € R erzeugte Topologie bzw o-Algebra auf B definieren. (Im Fall der o-Algebra
geniigen schon die Intervalle [—oc, a) fiir a € R oder die Intervalle (a, oo] fiir a € R.)

Zeigen Sie:
(i) Fiir M c R gilt: M € B(R) & M NR € B(R).

(it) Die monotone Bijektion 7 : [—% Z: —+ IR, die den Tangens fortsetzt, ist (bzgl der
natiirlichen topologischen bzw messbaren Zusatzstrukturen) ein Homdomorphismus
sowie ein Isomorphismus von Messriumen, dh fir M € B gilt M € B(R) genau
dann, wenn 7~'(M) € B([-3.3]) = B(R)nP([-3, 5]).
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