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1. Ist (An)n2N eine Folge von Teilmengen einer Menge X, so ist ihr Limes superior bzgl

der partiellen Ordnung von P(X) durch Inklusion gegeben durch
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und ihr Limes inferior durch
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Zeigen Sie:

(i) Es gilt

lim sup
n!1

An = {x 2 X | x 2 An für unendlich viele n 2 N}

und

lim inf
n!1

An = {x 2 X | x 2 An für fast alle n 2 N}.

(ii) Ist A ⇢ P(X) eine �-Algebra und (An)n2N eine Folge von Teilmengen in A, so

gilt lim sup
n!1

An 2 A und lim inf
n!1

An 2 A.

2. (i) Es sei A eine unendliche �-Algebra auf einer Menge X. Dann existiert eine

abzählbar unendliche Partition von X in nichtleere Teilmengen aus A.

(ii) Jede �-Algebra enthält entweder endlich oder überabzählbar viele Teilmengen.

(iii) Ist (An)n2N eine strikt wachsende Folge von �-Algebren auf einer Menge X, so

ist ihre Vereinigung zwar eine Algebra auf X, jedoch i.a. keine �-Algebra.

(iv)* Sie ist nie eine �-Algebra.

3. Jede der folgenden Familien erzeugt die Borelsche �-Algebra Bd
= B(Rd

) auf Rd
:

(i) alle abgeschlossenen metrischen Bälle

(ii) die o↵enen metrischen Bälle B1/n(x) für x 2 Qd
und n 2 N

(iii) alle abgeschlossenen achsenparallelen Quader

(iv) die Orthanten {x 2 Rd | xi > ai 8i} für a 2 Rd



4. Messbare Struktur auf R. Die Borelsche �-Algebra B(R) lässt sich in natürlicher

Weise von R auf R = [�1,1] ausdehnen. Dies basiert auf der Ausdehnung der

Anordung durch die Ungleichungen �1 < x < 1 für alle x 2 R.
Sowohl die Standardtopologie als auch die Borelsche �-Algebra auf R werden von

der Familie der unbeschränkten o↵enen Intervalle (�1, a) und (a,1) für a 2 R
erzeugt. Entsprechend kann man die Standardtopologie auf R und die zugehörige

Borelsche �-Algebra B(R) als die von der Familie der Intervalle [�1, a) und (a,1]

für a 2 R erzeugte Topologie bzw �-Algebra auf R definieren. (Im Fall der �-Algebra
genügen schon die Intervalle [�1, a) für a 2 R oder die Intervalle (a,1] für a 2 R.)
Zeigen Sie:

(i) Für M ⇢ R gilt: M 2 B(R) , M \ R 2 B(R).
(ii) Die monotone Bijektion ⌧ : [�⇡

2 ,
⇡
2 ] ! R, die den Tangens fortsetzt, ist (bzgl der

natürlichen topologischen bzw messbaren Zusatzstrukturen) ein Homöomorphismus

sowie ein Isomorphismus von Messräumen, dh für M ⇢ R gilt M 2 B(R) genau

dann, wenn ⌧�1
(M) 2 B([�⇡

2 ,
⇡
2 ]) = B(R) \ P([�⇡

2 ,
⇡
2 ]).

Wenn Sie Ihre Übungen bis Freitag dem 17.11.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu möglichst

vielen Ihrer Abgaben eine Rückmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B4 Name1 Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Name1 der Nachname der einreichenden Person sein sollte.










